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类广义发展算子的一致指数不稳定性
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摘　要：研究Ｂａｎａｎｃｈ空间中ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算子的一致指数不稳定性。基于ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算子的
定义，应用数学分析与算子理论得到了一致指数不稳定的若干充要条件刻画。所得结果推广和完善了指数稳定

性理论中一些已有结果，这对于研究广义发展算子的不稳定性具有重要的理论价值。
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　　众所周知，近年来关于单参数算子半群以及发
展算子的指数稳定性理论研究方面取得了突破性的

进展，大量长期公开问题的解决，使得相应理论不

断丰富和完善［１－７］。值得一提的是 Ｄａｔｋｏ、Ｐａｚｙ、
Ｒｏｌｅｗｉｃｚ对于指数稳定性理论研究的奠基性贡献。
１９７０年Ｄａｔｋｏ［１］指出强连续算子半群 ｛Ｔ（ｔ）｝ｔ≥０一
致指数稳定的充要条件为对任一 ｘ∈ Ｘ，有

∫
∞

０
Ｔ（ｔ）ｘ２ｄｘ＜∞，随后 Ｐａｚｙ［２］将其结论推广到

了Ｌｐ（Ｒ＋）（ｐ≥１）的情形。１９７３年Ｄａｔｋｏ推广了

上述结论，指出具有一致指数增长的演化过程

｛Ｕ（ｔ，ｓ）｝ｔ≥ｓ≥０是一致指数稳定的充要条件为对任

一 ｘ∈Ｘ，存在ｐ≥１使ｓｕｐ
ｓ≥０∫

∞

ｓ
Ｕ（ｔ，ｓ）ｘｐｄｔ＜∞成

立，Ｒｏｌｅｗｉｃｚ［３］于１９８６年对此结果做了相应的改
进。

除了指数稳定性以外，近年来关于发展方程的

指数不稳定性方面也获得了极大的关注［８－１２］。如文

献 ［８］利用容许性方法、文献 ［９－１０］利用赋
范函数空间的方法探讨了线性斜积半流的指数不稳
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定性的存在条件。文献 ［１１－１２］分别给出了 Ｂａ
ｎａｃｈ空间中线性斜演化半流的一致指数不稳定性
和非一致指数不稳定性的若干刻画。

作为传统发展算子的推广，葛照强与冯德兴在

文献 ［１３］中定义了一种新的广义发展算子，即
在Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ上具有性质 （ｉｉ）（见定义１），文
中对其存在性、唯一性进行了相关探讨。在文献

［１４］中，作者讨论了广义发展算子一致指数稳定
性的充要条件，所得结果在研究时变广义分布参数

系统的稳定性方面将有重要的价值。值得注意的

是，文献 ［１４］中结果可以判定系统 Ｅｘ′（ｔ）＝
Ａ（ｔ）ｘ（ｔ）的稳定性，这样弥补了利用单参数半群
或发展算子不能判定此系统稳定性的缺陷。本文的

主要目的是研究 ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算子的一致
指数不稳定性。

１　预备知识
设Ｘ为一实或复Ｂａｎａｃｈ空间，Ｂ（Ｘ）表示Ｘ上

有界线性算子全体所构成的集合，· 表示 Ｘ上的

范数。记Δ＝｛（ｔ，ｔ０）∈Ｒ
２
＋：ｔ≥ｔ０≥０｝。Ｆ１表示所

有满足如下性质的非减连续函数ｆ：Ｒ＋→Ｒ＋构成的
集合：

（ｉ）ｆ（ｔ）＞０，ｔ＞０；
（ｉｉ）ｆ（ｔｓ）≤ｆ（ｔ）ｆ（ｓ），（ｔ，ｓ）∈Ｒ２＋。
Ｆ２表示所有满足如下性质的非减连续函数 ｆ：

Ｒ＋→Ｒ＋构成的集合：
（ｉ）ｆ（ｔ）＞０，ｔ＞０；
（ｉｉ）ｆ（ｔｓ）≥ｆ（ｔ）ｆ（ｓ），（ｔ，ｓ）∈Ｒ２＋。
定义１［１４］　设Ｅ∈ Ｂ（Ｘ）。Φ（ｔ，ｓ）：Δ→ Ｂ（Ｘ）

称为由Ｅ引导的 ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算子，或简
称ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算子，如果它满足如下四
条性质：

（ｉ）Φ（ｓ，ｓ）＝Φ０，ｓ∈ ［０，∞），其中 Φ０∈
Ｂ（Ｘ）；

（ｉｉ）Φ（ｔ，ｒ）ＥΦ（ｒ，ｓ）＝Φ（ｔ，ｓ），（ｔ，ｒ），（ｒ，ｓ）
∈Δ；

（ｉｉｉ）Φ（·，ｓ）在［ｓ，∞）上强连续且Φ（ｔ，·）在
［０，ｔ］上强连续；

（ｉｖ）存在Ｍ≥１和ω＞０使得对所有（ｔ，ｓ）∈
Δ，有 Φ（ｔ，ｓ）≤Ｍｅω（ｔ－ｓ）。

定义２　ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算子 Φ（ｔ，ｓ）称
为一致指数不稳定的如果存在常数Ｋ＞０和 ｖ＞０
使得对所有ｔ≥ｓ≥０和ｘ∈Ｘ，有

Φ（ｔ，ｓ）ｘ≥Ｋｅｖ（ｔ－ｓ） ｘ （１）

　　注１　设Ｅ１＝
Ｅ
Ｅ，Φ１（ｔ，ｓ）＝ ＥΦ（ｔ，ｓ），则

Φ（ｔ，ｓ）是由Ｅ引导的ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算子的
充要条件为Φ１（ｔ，ｓ）是由Ｅ１引导的 ＧＣ（０，ｅ）类广
义发展算子；Φ（ｔ，ｓ）是一致指数不稳定的当且仅
当Φ１（ｔ，ｓ）是一致指数不稳定的。因此，不失一般
性，以下我们总假定 Ｅ ＝１。

２　主要结果
定理１　设Φ（ｔ，ｓ）是 ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算

子，则Φ（ｔ，ｓ）一致指数不稳定的充要条件是存在
两个常数ｈ＞０和ｑ＞１使得对每个ｘ∈Ｘ和ｓ≥０
存在τｘ，ｓ∈（０，ｈ］满足

Φ（ｓ＋τｘ，ｓ，ｓ）ｘ≥ｑｘ （２）
　　证明　必要性显然。对于充分性，设任一固定
的 ｘ∈Ｘ和ｓ≥０，由假设存在ｔ１：＝τｘ，ｓ∈（０，ｈ］使
得 Φ（ｓ＋ｔ１，ｓ）ｘ≥ｑｘ成立。现令ｓ′＝ｓ＋ｔ１以
及ｙ＝Φ（ｓ＋ｔ１，ｓ）ｘ，则存在ｔ２∈（０，ｈ］使得

Φ（ｓ′＋ｔ２，ｓ′）ｙ＝

Φ（ｓ＋ｔ１＋ｔ２，ｓ）ｘ≥ｑｙ≥ｑ
２ ｘ

记ｓ０ ＝ｔ０ ＝０。由数学归纳法可以找到一个序列
（ｔｎ）ｎ∈Ｎ，（ｔｎ∈（０，ｈ］，ｎ∈Ｎ＋）使得

Φ（ｓ＋ｓｎ，ｓ）ｘ≥ｑ
ｎ ｘ （３）

其中ｓｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｔｉ，ｎ∈ Ｎ。如果序列 （ｓｎ）ｎ有界，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｎ ＝σ≥ ０。由式 （３）可得 Φ（ｓ＋σ，ｓ）≥

∞，从而矛盾，故ｓｎ→∞。
设ｔ≥０，则存在ｎ∈Ｎ使得ｓｎ≤ｔ＜ｓｎ＋１＜（ｎ

＋１）ｈ。由于
ｑｎ＋１ ｘ≤ Φ（ｓ＋ｓｎ＋１，ｓ）ｘ＝

Φ（ｓ＋ｓｎ＋１，ｓ＋ｔ）Φ（ｓ＋ｔ，ｓ）ｘ≤

Ｍｅωｈ Φ（ｓ＋ｔ，ｓ）ｘ
进而

Φ（ｓ＋ｔ，ｓ）ｘ≥
１
Ｍｅωｈ

ｑｎ＋１ ｘ≥

１
Ｍｅωｈ

ｅｖ（ｎ＋１）ｈ ｘ≥
１
Ｍｅωｈ

ｅｖｔ ｘ

其中Ｋ＝ １
Ｍｅωｈ

，ｖ＝１ｈｌｎｑ。故Φ（ｔ，ｓ）是一致指数不

稳定的。

定理２　设Φ（ｔ，ｓ）是 ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算
子，则Φ（ｔ，ｓ）一致指数不稳定的充要条件是存在
非增函数φ：［０，∞）→（０，∞）满足ｌｉｍ

ｔ→∞
φ（ｔ）＝０使

得对于任一ｘ∈Ｘ及（ｔ，ｓ）∈Δ，有

１５１
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φ（ｔ－ｓ）Φ（ｔ，ｓ）ｘ≥ ｘ （４）

　　证明　必要性。令φ（ｔ）＝１Ｋｅ
－ｖｔ即可，其中Ｋ

和ｖ由定义２给出。
充分性。依据函数φ的性质可知存在常数δ＞

０使得φ（δ）＜１，易知对任一（ｔ，ｓ）∈Δ存在ｎ∈Ｎ
和 ｌ∈［０，δ）使ｔ－ｓ＝ｎδ＋ｌ。进而由已知条件可得

ｘ≤φ（ｌ）Φ（ｔ－ｎδ，ｓ）ｘ≤

φ（ｌ）φ（δ）Φ（ｔ－（ｎ－１）δ，ｓ）ｘ≤…≤

φ（ｌ）φｎ（δ）Φ（ｔ，ｓ）ｘ≤

φ（０）
φ（δ）φ

ｎ＋１（δ）Φ（ｔ，ｓ）ｘ≤

１
Ｋｅ

－ｖ（ｔ－ｓ） Φ（ｔ，ｓ）ｘ

对任一ｘ∈Ｘ及（ｔ，ｓ）∈Δ成立，其中Ｋ＝φ（δ）φ（０）
，

ｖ＝－ｌｎφ（δ）
δ
。因此，Φ（ｔ，ｓ）是一致指数不稳定的。

推论１　设Φ（ｔ，ｓ）是 ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算
子，则Φ（ｔ，ｓ）一致指数不稳定的充要条件是存在
非减函数 ψ：［０，∞）→ （０，∞）满足 ｌｉｍ

ｔ→∞
ψ（ｔ）＝∞

使得对于任一ｘ∈Ｘ及（ｔ，ｓ）∈Δ，有
ψ（ｔ－ｓ）ｘ≤ Φ（ｔ，ｓ）ｘ （５）

　　定理３　设 Φ（ｔ，ｓ）是单射 ＧＣ（０，ｅ）类广义发
展算子，则Φ（ｔ，ｓ）一致指数不稳定的充要条件是
存在函数 ｆ∈ Ｆ１及常数 Ｃ＞０使得对于任一 ｘ∈
Ｘ＼｛０｝及ｓ≥０，有

∫
∞

ｓ
ｆ １
Φ（ｔ，ｓ）( )ｘ ｄｔ≤Ｃｆ １( )ｘ （６）

　　证明　必要性。如果 Φ（ｔ，ｓ）是一致指数不稳
定的，则由定义存在Ｋ＞０，ｖ＞０使得对于任一 ｘ
∈Ｘ＼｛０｝及ｓ≥０，有

∫
∞

ｓ
ｆ １
Φ（ｔ，ｓ）( )ｘ ｄｔ≤∫

∞

ｓ

１
Ｋｅｖ（ｔ－ｓ） ｘ

ｄｔ＝ １
Ｋｖｘ

因此，对ｆ（ｔ）＝ｔ，Ｃ＝１Ｋｖ，式 （６）成立。

充分性。利用反证法。如果 Φ（ｔ，ｓ）不是一致
指数不稳定的，根据定理１可得，对所有ｈ＞０及
ｑ＞１存在ｓ０≥０和ｘ０∈Ｘ使得对所有τ∈（０，ｈ］，
有

Φ（ｓ０＋τ，ｓ０）ｘ０ ＜ｑｘ０ （７）
特别地，对ｈ＝Ｃｆ（２）及 ｑ＝２成立。由式 （７）
有

ｆ（２）∫
∞

ｓ０
ｆ １
Φ（ｔ，ｓ０）ｘ

( )
０
ｄｔ＝

ｆ（２）∫
∞

０
ｆ １
Φ（ｓ０＋τ，ｓ０）ｘ

( )
０
ｄτ≥

∫
∞

０
ｆ ２
Φ（ｓ０＋τ，ｓ０）ｘ

( )
０
ｄτ＞

∫
ｈ

０
ｆ １
ｘ( )
０
ｄτ＝Ｃｆ（２）ｆ １

ｘ( )
０

这与式 （６）矛盾。因此，Φ（ｔ，ｓ）是一致指数不稳
定的。

定理４　设Φ（ｔ，ｓ）是单射 ＧＣ（０，ｅ）类广义发
展算子，则Φ（ｔ，ｓ）一致指数不稳定的充要条件是
存在函数 ｆ∈ Ｆ２及常数 Ｃ＞０使得对于任一 ｘ∈
Ｘ＼｛０｝及ｓ≥０，式 （６）成立。

证明　必要性。令ｆ（ｔ）＝ｔ即可。
充分性。与定理 ３证明类似。事实上，由式

（７），对ｑ∈（１，＋∞）和ｈ＝ Ｃ

ｆ（１ｑ）
有

∫
∞

ｓ０
ｆ １
Φ（ｔ，ｓ０）ｘ

( )
０
ｄｔ＝

∫
∞

０
ｆ １
Φ（ｓ０＋τ，ｓ０）ｘ

( )
０
ｄτ＞

∫
ｈ

０
ｆ １
ｑｘ( )

０

ｄτ≥ｈｆ１( )ｑｆ １
ｘ( )
０
＝Ｃｆ １

ｘ( )
０

这与式 （６）矛盾。因此，Φ（ｔ，ｓ）是一致指数不稳
定的。

注２　定理３与定理４针对ＧＣ（０，ｅ）类广义发
展算子，将指数稳定性理论中若干经典结论［３－４，１４］

推广到了一致指数不稳定性情形。

推论２　设Φ（ｔ，ｓ）是单射 ＧＣ（０，ｅ）类广义发
展算子，则Φ（ｔ，ｓ）一致指数不稳定的充要条件是
存在常数ｐ＞０及Ｃ＞０使得对于任一ｘ∈Ｘ＼｛０｝
及ｓ≥０，有

∫
∞

ｓ

１
Φ（ｔ，ｓ）ｘｐｄｔ≤

Ｃ
ｘｐ （８）

　　证明　在定理３中令ｆ（ｔ）＝ｔｐ即可。
注３　推论２针对 ＧＣ（０，ｅ）类广义发展算子，

将指数稳定性理论中 Ｄａｔｋｏ［１］型结论推广到了一致
指数不稳定性情形。

下面推论将给出定理３与定理４的离散情形。
推论３　设Φ（ｔ，ｓ）是单射 ＧＣ（０，ｅ）类广义发

展算子，则Φ（ｔ，ｓ）一致指数不稳定的充要条件是
存在函数ｆ∈Ｆ１∪Ｆ２及常数Ｃ′＞０使得对于任一
ｘ∈Ｘ＼｛０｝及ｓ≥０，有

∑
∞

ｎ＝０
ｆ １
Φ（ｓ＋ｎ，ｓ）( )ｘ ≤Ｃ′ｆ １( )ｘ （９）

　　证明　令ｆ（ｔ）＝ｔ可得必要性。
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充分性。设Ｔｎ ＝ ｍｉｎ
τ∈［ｎ，ｎ＋１］

Φ（ｓ＋τ，ｓ＋ｎ）ｘ（ｎ

∈Ｎ），Ｔ＝ｉｎｆ
ｎ∈Ｎ
Ｔｎ。若ｆ∈Ｆ１，由式 （９），对于任一

ｘ∈Ｘ＼｛０｝及ｓ≥０，有

∫
∞

ｓ
ｆ １
Φ（ｔ，ｓ）( )ｘ ｄｔ＝

∑
∞

ｎ＝０
∫
ｎ＋１

ｎ
ｆ １
Φ（ｓ＋τ，ｓ＋ｎ）Φ（ｓ＋ｎ，ｓ）( )ｘ ｄτ≤

∑
∞

ｎ＝０
∫
ｎ＋１

ｎ
ｆ １
ＴΦ（ｓ＋ｎ，ｓ）( )ｘ ｄτ≤

ｆ１( )Ｔ∑
∞

ｎ＝０
ｆ １
Φ（ｓ＋ｎ，ｓ）( )ｘ ≤Ｃ′ｆ１( )Ｔ ｆ １( )ｘ

如果ｆ∈Ｆ２，对于任一ｘ∈Ｘ＼｛０｝及ｓ≥０，有

ｆ（Ｔ）∫
∞

ｓ
ｆ １
Φ（ｔ，ｓ）( )ｘ ｄｔ≤

∫
∞

０
ｆ Ｔ
Φ（ｓ＋τ，ｓ）( )ｘ ｄτ＝

∑
∞

ｎ＝０
∫
ｎ＋１

ｎ
ｆ Ｔ
Φ（ｓ＋τ，ｓ＋ｎ）Φ（ｓ＋ｎ，ｓ）( )ｘ ｄτ≤

∑
∞

ｎ＝０
∫
ｎ＋１

ｎ
ｆ １
Φ（ｓ＋ｎ，ｓ）( )ｘ ｄτ≤Ｃ′ｆ １( )ｘ

利用定理３和定理４可知 Φ（ｔ，ｓ）是一致指数不稳
定的。

推论４　设Φ（ｔ，ｓ）是单射 ＧＣ（０，ｅ）类广义发
展算子，则Φ（ｔ，ｓ）一致指数不稳定的充要条件是
存在常数Ｃ′＞０使得对于任一ｘ∈Ｘ＼｛０｝及ｓ≥
０，有

∑
∞

ｎ＝０

１
Φ（ｓ＋ｎ，ｓ）ｘ≤

Ｃ′
ｘ （１０）

　　证明　在推论３中令ｆ（ｔ）＝ｔ即可。
定理５　设Φ（ｔ，ｓ）是单射 ＧＣ（０，ｅ）类广义发

展算子，则Φ（ｔ，ｓ）一致指数不稳定的充要条件是
存在常数Ｃ＞０和α＞０使得对于任一ｘ∈Ｘ＼｛０｝
及（ｔ，ｓ）∈Δ，有

１
ｔ－ｓ∫

ｔ

ｓ

ｅα（τ－ｓ）

Φ（τ，ｓ）ｘ
ｄτ≤ Ｃ

ｘ （１１）

　　证明　必要性。如果 Φ（ｔ，ｓ）是一致指数不稳
定的，则由定义２存在Ｋ＞０，ｖ＞０使得对于任一
ｘ∈Ｘ＼｛０｝及（ｔ，ｓ）∈Δ，有

１
ｔ－ｓ∫

ｔ

ｓ

ｅα（τ－ｓ）

Φ（τ，ｓ）ｘ
ｄτ≤

１
Ｋ（ｔ－ｓ）ｘ∫

ｔ

ｓ
ｅ（α－ｖ）（τ－ｓ）ｄτ＝

１
Ｋ（ｔ－ｓ）ｘ∫

ｔ

ｓ
ｅ－α（τ－ｓ）ｄτ＝ １－ｅ－α（ｔ－ｓ）

Ｋα（ｔ－ｓ）ｘ
≤ Ｃ
ｘ

其中α＝ ｖ２，Ｃ＝
１
Ｋｓｕｐμ＞０

１－ｅ－μ

μ
＜∞。

充分性。如果 Φ（ｔ，ｓ）不是一致指数不稳定
的，设ｈ＞０满足ｅαｈ＞１＋２αｈＣ，其中Ｃ和α由式
（１１）给出，由定理１，对ｑ＝２存在ｓ０≥０及ｘ０∈
Ｘ＼｛０｝使得对所有的 τ∈ （０，ｈ］，式 （７）成立。
从而对ｔ＝ｓ０＋ｈ，有

１
ｔ－ｓ０∫

ｔ

ｓ０

ｅα（τ－ｓ０）

Φ（τ，ｓ０）ｘ０
ｄτ＝

１
ｈ∫

ｓ０＋ｈ

ｓ０

ｅα（τ－ｓ０）

Φ（τ，ｓ０）ｘ０
ｄτ＞

１
ｈ∫

ｓ０＋ｈ

ｓ０

ｅα（τ－ｓ０）
２ｘ０

ｄτ＝ｅ
αｈ－１
２ｈα

１
ｘ０
＞ Ｃ
ｘ０

这与式 （１１）矛盾。因此，Φ（ｔ，ｓ）是一致指数不
稳定的。
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